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| PREMIER EXAMEN PARTIEL (3 HEURES) 


| O (de 14h à 17h) - Amphi Chimie 
1/  GBoient X un espace métrique, F et F' deux parties de X telles 
que : FAF' = 9 = FUME: 
(æ DS | Montrer qu'il existe deux ouverts U et U' de X tels que : 
\ FEU ; F' CU", UANU'" = (considérer la fonction 
x r—2> d(x, F) e d(x, Ft)) F 
2/ Soient X un espace topologique séparé, F et F'. deux compacts de 
: X tels qu FfNF' = D, 
Montrer qu'il existe deux ouverts U et U'" de X tels que : 


FOU SEC URSS LU NU: D: 


3/ Soient X un espace topologique localement compact et C un com- 
pact de X Montrer qu'il existe un voisinage ouvert V de C relati- 


vement compact dans X , 


. L2 e « + Us 4 ? 


Soient X un espace topologique, x et x". .deux points de X ; On dit 
que X est connexe entre x, et x' s'il ne peut pas être la réunion de 
deux parties fermées disjointes l'une contenant x et l'autre x! . 
.1/ Montrer que la relation sur X : 
x Rx <> X est connexe entre x et x! 
est une relation d'équivalence, 
Les classes sont appelées quasi-composantes connexes de X , 


2/ Montrer que toute quasi-composante connexe de X est l'intersection 


de toutes les parties ouvertes ‘fermées de X contenant un point donné, 


3/ Soient. Y_.un autre espace topologique, y et y' deux points de 
Y . Montrer que si .X est connexe entre x et x" et si Y est ccnnoxe 


entre:y ëet y! :, ‘alors .X x Y. est connexe entre (x, y) et COUDRE 


a/ Montrer que la relation R est fermée, c'est-à-dire que l'ensemble 


des couples : x, xt) tels que x Â x' est fermé dans X x KE. 


te Lu 58 & À 
5/ Soient A une partie de X , x et xt. deux points de- A , 
i) Montrer que si À “est conners entre x et x' , il en est de 
même pour toute partie B de X' ‘contenant EE 
41) Montrer qué si X est un espace métrique æt si tout ouvert de © 
contenant À est connexe entre x: et x! ; il en est de même 
pour A (on pourra raisonner par l'absurde et utiliser 
TJ) NE 
Soient x'‘un point de X : C'- le Composante connexe de x dans X , 
C, la SRE SLENE de x dans x ( 
6/ ‘Montrer qe C CC 
7/ On suppose: que . C £ C, etque X est compact. : 
i) Montrer qu'il existe deux fermés non vides F et F' de X 


tels que C, =FUF : FNF' =0@ MR CFE, 


‘ii) Montrer qu'il existe deux oùverts U ‘et U' 'de X tels que .@ 
F. EU + F° = Le CU Au! = @: Pr © 428 
iii) Remarquer que c, N Pre _ üÿ n (x _ ut} = lo puis nue une 
partie K ouverte-fermée. dé X contenant. . X telle que : 
AECX ee u® } = @ | @ 


iv) Remarquer que K NU =K Rx —. U']).:, aboutir à une contradic- 


tion et eee en énongant le résultat ainsi obtenu, 


K n (X — U).- 


8/ On suppose toujours que X _est. compact, | 


Montrer que si C et. I HA LAOUE, deux composantes connexes de X 
distinctes, il existe une partie 6 ouverte-fermée de X telle que 
CCG et GNC' = D 


9/ On suppose maintenant que X est localement compact et C est 


compacte, Soit V un voisinage ouvert relativement compact de C dans 
XP CECGDE STI 
i) Montrer qu'il existe une partie H de V ouverte et fermée par 


rapport à V contenant x et ne rencontrant pas la frontière 
l de -.V dans X e 


Pour cela, on pourra : 


o) FRemarquer que ch = @ 





B) Appliquer le résultat de la question 7/ au compact V . 


y) Concilure grâce à la compacité de FT. 


hs ii) En déduire que H est une partie ouverte-fermée de X contenant 


x et incluse dans V 
| 


\ iii) A l'aide du résultat de la question 7/ montrer que C=C, , 


| _.. TereLOoGIÉE 
Fuliel du 2q unie 78, 4 PPRATIEL- 
U U” ETS 
À) à 
(X 4) méboique 
FnF=g 
FNF'-S 


SA Ps IR 
x dix,F)>-dtx, F) 
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b) Ba utliwant Ga), on Shhemt ure auhe ex peser. de PQ applicakton ? 
PC 9 = dx, F)- dEn,F' ) 


Lomme : l'application siens" IR eot- 


arfanEnant continus mur X | 
EVE D dG F) 
Dr eee : V£EF 


dCn,$) «e d,4) + du, 1) 
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& dx, qd) +dCy ÿ) v£eF 
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(x, F) 6 dn,y ) gen dl, ® - d(»,4) +d La,F) 
CE | 


dt,F) 


dou dx,F) _ d(y,F) £ d'(x,4 ) 
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